Correlacion y regresion
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1. Objetivos

 Comprender los conceptos de correlacion y regresion

 Aplicar técnicas de regresion y correlacion para establecer relaciones
entre variables (estadisticas o aleatorias)




2. Introduccion

e El resyltado de la inferencia
estadistica puede ser

* Un intervalo de confianza o conjunto
de posibles valores para parametros
(como la media o la varianza) sobre
propiedades de los individuos de una
poblacion, junto con una probabilidad
de error cometido

* La comprobaciéon de una hipodtesis
sobre valores estimados de los
parametros, junto con una
probabilidad de error cometido

* Un modelo de prediccién (regresion)
del valor (o intervalo de posibles
valores) de una propiedad a partir de
otra, junto con una probabilidad de
error cometido.

* En esta presentacion se estudian los
modelos de regresion
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FIGURE 8.1: Population parameters and sample statistics.



2. Introduccion
Utilidad

* Muchas variables observadas en la vida real estan correlacionadas
* Por ejemplo, el peso y la edad de un nino

* El tipo de su relacion a menudo se puede expresar en una forma
matematica llamada regresion

 Establecer y probar tal relacion nos permite:
 comprender las interacciones, causas y efectos entre variables;
* predecir variables no observadas basadas en las observadas;
* determinar qué variables afectan significativamente a la variable de interés




2. Introduccion
Definiciones

* Correlacion: “Correspondencia o relacion reciproca entre dos o mas cosas
o series de cosas” (RAE).

e En Estadistica, se refiere al grado y signo de la relacién entre dos (o mas) variables
(estadisticas o aleatorias)

* La correlacion se mide con el coeficiente de correlacion, que es un valor entre -1y
+1.

* Regresion: “Retrocesion o accion de volver hacia atras” (RAE)

* En Estadistica, el término "regresion" fue acunado por Francis Galton en el siglo XIX
para describir el fendmeno bioldgico de que las alturas de los descendientes de
ancestros altos tienden a regresar hacia abajo, hacia un promedio normal (un
fendmeno conocido como regresion hacia la media).

* Actualmente, la regresion en Estadistica se refiere a la forma de correlacion entre
dos (o mas) variables, es decir a la forma de obtener (regresar a) la media de los
posibles valores de una de las variables a partir de un valor dado de |la otra.

* La regresion se representa mediante una funcidon matematica (modelo de regresion).



https://dle.rae.es/correlaci%C3%B3n
https://dle.rae.es/regresi%C3%B3n?m=form

3. Coeficiente de correlacion (de Pearson)

* El coeficiente de correlacion (de Pearson) es una medida de dependencia
lineal entre dos variables cuantitativas que representan dos propiedades de
los elementos o individuos de una poblacion (peso, altura, edad, etc.)

e Cuando se aplica a toda la poblacion, se denomina coeficiente de
correlacién poblacional (p).

e Cuando se aplica a una muestra de |la poblacion, se denomina coeficiente
de correlacion muestral (7).
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FIGURE 3.5: Perfect correlation: p = +1.



3. Coeficiente de correlacion (de Pearson)
Calculo del coeficiente de correlacion muestral

» Dada una muestra de pares de valores: (xq,y;), (x5, V5), ... (x;,, ¥,,) de dos variables Xe Y
Sxy

1 = coeficiente de correlacion muestral = -
xSy

Donde
YL (=) (i)
n-—-1

* Syy = Covarianza muestral =

n ) 2
. _ . e 4 _ l:l(xl_x)
s, = desviacidon estandar muestral de X \/ —) 2033 069 098 -1.00
. . Yiz, (i=¥)?
* s, = desviacion estandar muestral de Y = \/ “175_11 )
* Valores posibles
e -1 <r<1i
r =-008 r=-064 r=-0.92 r=-1.00

Valores de r cercanos a:
* 1 indican una fuerte correlacion lineal positiva Imagen: RPubs
* -1 muestran una fuerte correlacion lineal negativa
* 0 muestran una correlacion débil o ninguna correlacion

|| = 1 es posible sélo cuando todos los valores de X e Y se encuentran en una linea recta.



https://rpubs.com/camilamila/correlaciones

4. Modelo de regresion

* Un modelo de regresidn relaciona una variable respuesta con una o varias
variables predictoras (o predictores)

* Si Y es una variable respuesta y x@, . x&® son predictores:

* El modelo de regresion de Y sobre X(l), o, XK es la funcidn G qgue
representa la esperanza condicional de Y para unos valores dados de los
predictores:

. G(x(l), ...,x("‘)) = E{y|X® =x@,  x& = x(k)]}

e G Es una funcién de x4V, ..., x® cuya forma se puede estimar a partir de los datos
de una muestra.

* Si s6lo hay un predictor, se denomina modelo de regresion simple
* G(x) =E{Y|X =x}




4. Modelo de regresion
Ejemplo 11.1 (Poblacion mundial)

* Variable respuesta = =000/ . . . . . . -

Poblacion del mundo e
o

* Predictor = Afho R

* Modelo de regresion £ o
simple de la poblacion £ o y
mundial sobre el aho: =R o |

« Poblacion =~ G(aio) 3 e

* La poblacion aumenta cada 5 |o.® |
afo, y su crecimiento es :
Casl Ilnea_l, por lo que G es © o gbsfrj-'?d D;"{pularion
una funcion lineal. s+ Computed forecast |

i Las preViSioneS pa ra el aﬁo 0 19I50 ‘IQISD 19I?D IQIBO Y 19I90 EDIDD EDII'D E'DIEO

ear

2020 pueden estimarse
calculando G (2020) FIGURE 11.1: World population in 1950-2010 and its regression forecast for 2015 and 2020.



4. Modelo de regresion

Ejemplo 11.2 (Precios de viviendas)

* Variable respuesta = precio ' | ' | | | ' ' '
de la vivienda 400 .
. . . ! © )
* Predictor = superficie de la © © o e
vivienda ° T o
o 350 | FRTRA |
* Modelo de regresion simple P o o "o
del precio sobre la superficie: S o © °
* Precio = G(superficie) & 300 | © o i
] °© © [®]
* La tendencia no parece < o 7o o
lineal, por lo que G no es una S o 5 © o
funcion lineal. g U o . I
o .
* El prondstico para el precio °% o °
de una vivienda con una 200 °o0” |
superficie dada se puede o
estimar, pero la estimacion ' ' ' ' ' ' ' ' '
2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000

no sera tan precisa como en
el ejemplo 11.1.

House area, sq. feet

FIGURE 11.2: House sale prices and their footage.



4. Modelo de regresion
Regresion multiple

* Para mejorar la estimacion en el ejemplo 11.2, se pueden tener en
cuenta otros factores:

* el numero de dormitorios y banos, la superficie del jardin, el salario promedio
de los vecinos del barrio, etc.

* Si todas las variables anadidas son relevantes para fijar el precio de
una vivienda, el modelo tendra un ajuste mas cercanoy
proporcionara predicciones mas precisas.

* Los modelos de regresion con varios predictores son modelos de
regresion multiple.




5. Regresion lineal simple

 Un modelo de regresion lineal simple asume que la esperanza

condicional es una funcion lineal de x
* G(x) =E{Y | X =x} =By + Bix
* Se denomina recta de regresion

Po = intercept (término indep.)
B1 = slope (pendiente)

e Si calculasemos el valor (y) de la variable Y a partir de un valor (x) del
predictor X usando la recta de regresion, el valor correcto de Y seria el
de |la esperanza que representa G(x) mas un error aleatorio € que se

comete si el resultado no esta en la recta
cy =G(x)+e=PFy+Pix+e¢




5. Regresion lineal simple

Meétodo de minimos cuadrados

* No se conocen By y 51, pero se
pueden estimar a partir de una
muestra de datos

* Se utiliza el método de minimos
cuadrados para minimizar el error &
o distancia a la recta de regresion, y

poder estimar el valor dey paraunx =
dado :
~ PN A A a5

* J=Gx) =Po+ Pix

 El método de los minimos cuadrados
establece como cajcular los
estimadores 3y y f1 para minimizar
el error.

| (a) Observed pairs

(z1,94)

(z3,ys)

o (x2,y2)

Predictor X

Response Y

| (b) Estimated regression line

Y2

Q
Y1

Predictor X



https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%ADnimos_cuadrados
https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%ADnimos_cuadrados

5. Regresion lineal simple
Estimacion de la variable respuesta

* Para estimar el valor de la variable Y para un valor dado de X, podemos usar
como estimador el modelo de regresion:

* 9 =G(x) =Py + Pix

* Llamamos by y b;a los estimadores de oy [, que pueden calcularse de la
siguiente forma, segun el método de minimos cuadrados:

* Po=bo=7—biX

A . _Sxy
* ,31—b1—§

e Donde

: Y (xi—xX)(Vi—y
e 5. = covarianza muestral = = 1= D Yimy)
Xy n—1

Z?=1(xi—f)2
n—1

e Por tanto, se puede estimar el valor de la variable respuesta (y)
* V =by+ bix

 s2 = varianza muestral =




5. Regresion lineal simple
Estimacion usando el coeficiente de correlacion

* Si se dispone del valor del coeficiente de correlacion muestral 7, el
valor by de la recta de regresion puede calcularse como
« h = XV _ (ig
b4 52 r .

 Donde

Z?=1(xi_f)2
n—1
\/2?=1<yi—y)2

n-—1

* s, = desviacion estandar muestral de X = \/

* S5y = desviacion estandar muestral de Y =




5. Regresion lineal simple
Ejemplo 11.3 (Poblacion mundial)

e Segun la Base Internacional de Datos de |la Oficina del Censo de los
Estados Unidos, la poblacion mundial crece segun esta tabla.

* ¢CoOmo podemos utilizar estos datos para predecir la poblacion
mundial en los anos 2015y 20207

Year Population Year Population Year Population
mln. people min. people mlin. people

1950 2558 1975 4089 2000 6090

1955 2782 1980 4451 2005 6474

1960 3043 1985 4855 2010 6864

1965 3350 1990 5287 2015 ?

1970 3712 1995 5700 2020 ?




5. Regresion lineal simple
Ejemplo 11.3 (Solucion)

X = Afo = Muestra: x = (1950, 1955, 1960, 1965,1970, 1975, 1980, 1985, 1990, 1995, 2000, 2005, 2010)
* Y = Poblacién mundial — Muestra:y = (2558,2782,3043,3350,3712,4089,4451,4855,5287,5700,6090, 6474, 6864)

13

» % === = 1980

2-13 yi 8000 — T T T T T T T .
s y= %L = 4558.1 millones de personas I

13 .. _ 2 7000 - o ok
. 52 = 2=l _ 359 Lo
13-1 6000 |- T
¢ Sy = Y13, (x;—1980)(y;—4558.1) — 281042 E i e o
13-1 = o
v by =2 =222 2740 Z sooo] o
Sy 379.2 = L0
o O

« by =y — b, % = 4558.1 — (74.1)(1980) = —142201 Tl

. = 2
* y=G(x) =by+ b;x =—142201 + 74.1x 2000

~ © o Observed population

« €(2015) = —142201 + 74.1 - 2015 = 7152 millones de personas C . Resression lie
« ((2020) = —142201 + 74.1 - 2020 = 7523 millones de personas . . o Tompmed foreent

U 1 | |
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Year



5. Regresion lineal simple
Coeficiente de determinacion (R-cuadrado)

* El coeficiente de determinacion (denominado R-cuadrado o R?) indica la calidad
del modelo de regresion

* Tiene un valor entre Oy 1, y valores altos que generalmente sugieren un buen
ajuste del modelo.

* En la regresion lineal simple, el coeficiente de determinacion es igual al
coeficiente de correlacion muestral elevado al cuadrado

e R? =12
* Ejemplo 11.3

e D2 — 22 _ (Sxy)? _ (28104.2)2 . 0
R®=7"= szs2  (379.2)(2092943) 0.995099.5%

_ Yi3,(y;—4558.1)2

* Syy Y Sx se calcularon anteriormente, y s; = — = 2092943

* El valor del 99.5% del coeficiente de determinacion indica que el modelo es un ajuste muy
bueno, aunque es mejorable en un 0,5 % agregando términos no lineales al modelo.




5. Regresion lineal simple

Intervalo de confianza de una prediccion

* Unintervalo [a, b] es un intervalo de confianza
para el valor de Y correspondiente al predictor
X = x,, con un nivel de confianza de (1 — a),
si el intervalo contiene el valor de Y con una

probabilidad de (1 — a).
. P{aSYSb|X=xO}=1—a

* Se considera que el estimador Y de Y es una
variable aleatoria con
* Esperanza: E(Y) = U = (37|x = xo) = by + b1x,

~ n 9.2
* Varianza: Var(Y) = g2 = 2i=a0iTI)
n—2

e Se asume una distribucion T-Student con n-2 grados
de libertad

Imagen: Runger y Montgomery



https://www.oreilly.com/library-access/?next=/library/view/Applied-statistics-and/9780470053041/

5. Regresion lineal simple
Intervalo de confianza de una prediccion (calculo)

 Silarecta de regresion es
* § = by + byx

* Elintervalo de confianza paraY cuando X = x,,

. P 1 (xpo—%)2
IC—y0+t%’n_ZS\/1+E+ 5o

e Siendo: y, = (37|x = xO) = by + b1x,
e Los limites del intervalo se calculan como:

1 0—X)?
i Li:b0+b1xo_(t%’n_2)'(5)'\/1+;+(x ad

Sxx
° = 1 (xo—X)?
Ls = bo + bixo + (fg )+ (5) .\/1 Tt s
* Siendo
e \/Z{gl(yi—ﬁi)z _ \/(1—7‘2)-532,-(11—1)
T n-2 B n—2
* Sex = Ni=1(x; — X)?
. ; — - E a = E
t%,n—z = cuantil (1 — E) de T: Student(n-2) — P{T < t%,n—z} -1 = > P{T > t;,n—z} :

(Tabla A5)




5. Regresion lineal simple
Intervalo de confianza (Ejemplo 11.7)

* Un administrador necesita saber como la eficiencia de un nuevo programa
informatico depende del tamano de los datos de entrada

* La eficiencia se mide como el numero de peticiones procesadas por hora

* Se ha tomado una muestra de peticiones procesadas con 7 diferentes conjuntos
de datos de entrada

X=Tamano datos en GB 6 7 7 8 10 |10 |15
Y=Peticiones procesadas (40 |55 (50 |41 |17 |26 |16

e a) Obtener y dibujar la recta de regresion

* b) Calcular el intervalo de confianza de la prediccion del numero de peticiones
procesadas si el tamano de datos de entrada fuese 16 GB

* d) Dibujar el diagrama bandas de prediccion, con la prediccion para 16 GB




5. Regresion lineal simple
Intervalo de confianza (Ejemplo 11.7)(Solucion)

a) Recta de regresion

Y/_1xi _ 6+7+7+8+10+10+15

o ¥ = - - =9GB

¢y = Zi7=71 Yi 40+55+50+471+17+26+16 = 35 peticiones procesadas

. 52 = Zi7=17(9_cil—9)2 _ (6—9)2+(7—9)2+(7—9)2+(8—922+(10—9)2+(10—9)2+(15—9)2 _ % — 933 GB2
C 5y = Zzzl(xi;f)l(yi_%) _ (6—9)(40—35)+-;+(15—9)(16—35) — _3867

. by = SS"—xg =— =414 .

* by =y —b;x=35—-(—-414)(9) =723 " = : .

* 9 =G(x) = by + byx =723 — 4.14x ]




5. Regresion lineal simple
Intervalo de confianza (Ejemplo 11.7)(Solucion)

b) Intervalo de confianza para X = x, = 16 GB
9, =F|x =16) = 72.3 —4.14 - 16 = 6 peticiones procesadas
* Limites del intervalo

— )2
. Li=6—tgn_1sJ1+1+(x0 2 =6—2.57-9.9-\/1+ +4& 2k
«

n Sxx

= —30.18 = 0 peticiones proc.

(16 9)2

* Ly=6+ta \/1 +—-+ Coo=0)” _ =6+ 2.57-99- \/1 +-+ = 42 peticiones procesadas
M

Sxx
e Siendo

n .—4.)2
A \/2:17(13’_12 Y _ 9.9 peticiones procesadas

* PT>te, )= P{T > ty 925 5} = 0.025 - Segun Tabla A5 tg 55 5 = 2.57



5. Regresion lineal simple
Intervalo de confianza (Ejemplo 11.7)(Solucion)(Il)

e Calculo de la “desviacion estandar” del estimador Y (opcién 1)

. = \/Z’{‘:l(yi—yi)z _ J55.65+136.42+44.62+3.31+193.21+24.01+33.64 — 99
n—2 5

i X; Vi | Yi=723-414x Vi — Vi i — 9:)°

1 6 40 47.46 —7.46 55.65

2 7 55 43.32 11.68 136.42

3 50 43.32 6.68 44.62

4 41 39.18 1.82 3.31

5 10 17 30.09 —13.90 193.21

6 10 26 30.9 —4.90 24.01

7 15 16 10.2 5.80 33.64




5. Regresion lineal simple
Intervalo de confianza (Ejemplo 11.7)(Solucion)(Il)

e Calculo de la “desviacion estandar” del estimador Y (opcién 2)
. s — \/(1—1‘2)-532,-(71—1) _ \/(1—0.66)-242-(7—1) _

n—2 - 7-2 2.9
e Siendo
. S)z} _ Zi7=1(7y:35)2 _ (40—35)2+(55—35)2+(50—35)2+(41—635)2+(17—35)2+(26—35)2+(16—35)2
= 242
. .2 _ Siy _ (=38.67)

= 0.66
SxSy 9.33-242




5. Regresion lineal simple
Intervalo de confianza (Ejemplo 11.7)(Solucion)(l1l)

c) Diagrama de bandas de prediccion y prediccion para x, = 16 GB

o
D —]
5 - ) ‘-=~—{3=(~1__6:_%_2_)
> _
(16,6)
D —]
"“‘HHH&QE’ —30)

| | | | |
0 5 10 15 20




5. Regresion lineal simple
Ejemplos de |a vida real (Articulos)

* Ergonomia:

* Limon, M., et al. (2023). Development of new shoe sizing system for women based on
regression analysis of foot shapes. International Journal of Industrial Ergonomics, 94, 103408.

* Geografia:

* Suravi, r., et al. (2023). A study on comparative analysis to predict the future population
growth in India, Bangladesh, and Pakistan. International Journal of Mathematics and
Computer, Vol. 13, Issue 1, 1-16.

 Redes sociales:

 Ramadan, A. (2023). The Relationship between Social Media use and Depression Symptoms
ivrc/JaIian region In the Point of View of the Social Work Profession. Egyptian Journal of Social
ork.

e Economia:

e Rehman, M. (2022). Correlation of Workplace surveillance with Psychological Health,
Productivity, and Privacy of employees. International Journal of Scientific & Engineering
Research, Vol.13, Issue 11.
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https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0169814122001494?casa_token=csnmGkR65qQAAAAA:OjDMhcIBU0ONIuyI66nkUyu7UJsF-6s40ePrSBK9ZFBSBFoxjvhkxrvXhOjPMWtZV-Vp56SsSFk
https://www.researchgate.net/profile/Sofi-Parvez/publication/367408901_A_STUDY_ON_COMPARATIVE_ANALYSIS_TO_PREDICT_THE_FUTURE_POPULATION_GROWTH_IN_INDIA_BANGLADESH_AND_PAKISTAN_USING_MATHEMATICAL_MODELS_EXPONENTIAL_HYPERBOLIC_LOGISTIC_GROWTH_AND_LINEAR_REGRESSION_MODEL/links/63d133f6d7e5841e0bf77bb4/A-STUDY-ON-COMPARATIVE-ANALYSIS-TO-PREDICT-THE-FUTURE-POPULATION-GROWTH-IN-INDIA-BANGLADESH-AND-PAKISTAN-USING-MATHEMATICAL-MODELS-EXPONENTIAL-HYPERBOLIC-LOGISTIC-GROWTH-AND-LINEAR-REGRESSION-MODE.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Sofi-Parvez/publication/367408901_A_STUDY_ON_COMPARATIVE_ANALYSIS_TO_PREDICT_THE_FUTURE_POPULATION_GROWTH_IN_INDIA_BANGLADESH_AND_PAKISTAN_USING_MATHEMATICAL_MODELS_EXPONENTIAL_HYPERBOLIC_LOGISTIC_GROWTH_AND_LINEAR_REGRESSION_MODEL/links/63d133f6d7e5841e0bf77bb4/A-STUDY-ON-COMPARATIVE-ANALYSIS-TO-PREDICT-THE-FUTURE-POPULATION-GROWTH-IN-INDIA-BANGLADESH-AND-PAKISTAN-USING-MATHEMATICAL-MODELS-EXPONENTIAL-HYPERBOLIC-LOGISTIC-GROWTH-AND-LINEAR-REGRESSION-MODE.pdf
https://journals.ekb.eg/article_279931_d6774faf37d31024e0c50f0c04346fb0.pdf
https://journals.ekb.eg/article_279931_d6774faf37d31024e0c50f0c04346fb0.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Muhammad-Rehman-79/publication/367092299_Correlation_of_Workplace_surveillance_with_Psychological_Health_Productivity_and_Privacy_of_employees/links/63c1449b43f3463584691511/Correlation-of-Workplace-surveillance-with-Psychological-Health-Productivity-and-Privacy-of-employees.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Muhammad-Rehman-79/publication/367092299_Correlation_of_Workplace_surveillance_with_Psychological_Health_Productivity_and_Privacy_of_employees/links/63c1449b43f3463584691511/Correlation-of-Workplace-surveillance-with-Psychological-Health-Productivity-and-Privacy-of-employees.pdf

5. Regresion lineal simple
Ejercicios propuestos

* Ejercicios 11.1, 11.2(a), 11.3(a,c), 11.4(c), 11.8(a,b), 11.10(a,c) del
libro
* La respuesta de los ejercicios 11.2 y 11.10 esta disponible en el libro




6. Regresion lineal multiple

 Un modelo de regresion lineal multiple relaciona una variable
respuesta Y con varios predictores X(l),X(Z), ...,X(").

* 9 =G(x) = by + byx™M + byx(?) + ... + ppx®)

* Como en el caso de la regresion lineal simple, se puede utilizar el
método de minimos cuadrados para calcular by, b,,..., by y el valor en
el origen by que minimice el error o distancia a la funcion de

regresion.

* Nota: Se recomienda leer la seccion 11.3 del libro de referencia, y
también el capitulo 12 del libro Estadistica aplicada y probabilidad
para ingenieros, 52 edicion, de G. Runger y D. Montgomery



https://www.oreilly.com/library-access/?next=/library/view/Applied-statistics-and/9780470053041/
https://www.oreilly.com/library-access/?next=/library/view/Applied-statistics-and/9780470053041/

6. Regresion lineal multiple
Ejemplos de |a vida real (Articulos)

* Ingenieria del software:

 Sharma, A., et al. (2020). Linear regression model for agile software development effort
estimation. In 2020 5th IEEE International Conference on Recent Advances and Innovations in
Engineering (ICRAIE) (pp. 1-4). IEEE.

* Ingenieria civil:
* Plebankiewicz, E., et al. (2023). Analysis and Prediction of Universities’ Buildings’ Renovation
Costs Using a Regression Model. Applied Sciences, 13(1), 401.

Marketing:

* Dewi, l., et al. (2023). The Factors That Influence TikTok Popularity As A Digital Marketing
Technique To Grow Customer Engagement. International Journal of Economics, Business and
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/. Resumen

* Los modelos de regresion proporcionan metodos para estimar relaciones
matematicas entre una o varias variables predictoras y una variable de respuesta

* Los resultados se utilizan para explicar el comportamiento de la respuesta y para
predecir su valor para cualquier nuevo conjunto de predictores

* El meétodo de minimos cuadrados se utiliza para estimar los parametros de
regresion

* El coeficiente de determinacién (denominado R-cuadrado o R?) indica la calidad
del modelo de regresion

* En un modelo de regresion linea es el cuadrado del coeficiente de correlacion

* Posibles predicciones

* El modelo de r_e%resién obtiene el valor de un estimador de la variable respuesta para un
valor de |a variable predictora, calculando la esperanza de la variable respuesta para ese valor
de la variable predictora.

* Se pueden calcular intervalos de confianza para el valor de la variable respuesta para un valor
de la variable predictora
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