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1. Objetivos

e Conocer el papel de los contrastes de hipotesis no paramétricos

* Determinar en qué situaciones hay que aplicar un contraste no
parameétrico

* Realizar contrastes de hipotesis no paramétricos para la mediana
poli)lauonal aplicando los métodos de signos, y de rangos con signo de
Wilcoxon

* Realizar contrastes de hipotesis no paramétricos para la diferencia de
medianas de dos poblaciones pareadas aplicando el método de rangos con
signo de Wilcoxon

* Realizar contrastes de hipotesis no paramétricos para la diferencia de

medianas de dos poblaciones independientes aplicando el método de Ia
suma de rangos con signo de Mann-Whitney-Wilcoxon



2. Introduccion

* Un contraste de hipotesis no parameétrico se aplica cuando no hay
evidencias de que los datos de una poblacién tengan una distribucion
Normal

* Hay diferentes métodos para comprobar la normalidad de los datos: Chi-Square,
Kolmogorov-Smirnoy, Lilliefors, Anderson-Darling, Shapiro-Wilk, Cramér-von-Mises

* El software estadistico (R, SPSS, Statgraphics, Excel, ...) ofrece funcionalidad para
comprobar la normalidad

* En los ejercicios no sera necesario comprobar la normalidad, ya que indicara si los
datos de cada ejercicio son normales o no

e También se utiliza cuando no se dispone de datos numeéricos concretos,

sino de datos ordinales

* Por ejemplo, no se dispone del precio exacto de varios ordenadores, pero se sabe los
qgue estan por debajo de un precio de referencia y los que estan por encima de ese

precio



http://www.statistics4u.com/fundstat_eng/cc_normality_test.html

2. Introduccion
Tipos de contrastes no parameétricos

* Hipotesis sobre la mediana de una poblacion

* Contraste de signos
* Contraste de rangos con signo de Wilcoxon (mas preciso)

* Hipotesis sobre la diferencia de medianas de dos poblaciones

 Si son poblaciones relacionadas (pareadas)
* Contraste de rangos con signo de Wilcoxon

 Si son poblaciones independientes
* Contraste de la suma de rangos con signo de Mann-Whitney-Wilcoxon




3. Contraste de sighos para la mediana
poblacional

En inglés se denomina Sign test
Es un contraste no parameétrico para una poblacion

Es un contraste sobre el posible valor de la mediana poblacional (M)
¢ HO:M == mo

Consiste en comprobar si exactamente la mitad de la poblacion esta por debajo de un
valor determinado m,, y la mitad esta por encima de m,

Para llevar a cabo el contraste, sélo hay que contar cuantas observaciones estan por
encima de m,
 Estadistico de contraste: S = numero de valores mayores que m, en una muestra de n valores
* Muestra: {Xy, ..., Xn}
* S, =Numero de observaciones en la muestra mayores que m,

NOTA: Se asume que la distribucidn de X; es continua, por tanto P{X; = m,} = 0, por lo
que los valores iguales a m, deben ser eliminados de la muestra




3. Contraste de signos
Datos considerados como signos

* Las observaciones de la muestra son consideradas como signos
 Si X; >m,=2 signo +
* SiX; <m, > signo —
* Si X; = m, =2 signo 0 (eliminar del conjunto de datos)
e Por tanto, el estadistico de contraste S puede considerarse como “numero
de signos positivos en una muestra de n datos”
* Ejemplo
em=23
 Muestra = (3,2,5,4,7,3,6,5,8,1)

e Signos = (0,—,+,+,+,0,+,+,+,—) = (—,+,+,+,+,+,+,—) Eliminando O
* Porloque,n=28,S5,= 6



3. Contraste de signos
Procedimiento

Paso 1: Eliminar las observaciones iguales a m,y calcular el valor del estadistico de
contraste

* §,= numero de observaciones mayores que m,
Paso 2: Determinar si el estadistico de contraste es Binomial o Normal
: . . o . . 1
* Sin es pequeno, S tiene distribucion Binomial B (n, E)
* Se suele aceptar que n es pequefio cuando < 30, y grande cuando > 30
n \/ﬁ)

2’ 2

* Sin es grande, S tiene distribucion Normal B (n, %) ~ N (

* Realizando una estandarizacién y correcciéon de continuidad
P{X <x} ~P{X <x+ 0.5}
P{X < x}= P{X <x—0.5}

Paso 3: Calcular el p-valor
* HM =m,vsHs;:M >m,, p—valor=P{§>S5,} =1—-P{S<S,}
* H:M =m,vsHy: M < m,, p—valor = P{S < S,}
* H:M =m,vsH,: M + m,, p—valor =2 -min(P{S <S,}, P{S = S,})

Paso 4: Llegar a una conclusion
* Rechazar H, si p—valor < a y aceptar H; (Normalmente se considera a = 0.05)




3. Contraste de signos
Ejemplo 10.9 (Uso sin autorizacion de una cuenta)

* El objetivo es detectar si una cuenta de ordenador fue utilizada por
una persona no autorizada, midiendo los tiempos entre pulsaciones
de teclas

* El propietario de la cuenta generalmente deja 0.2 segundos entre
pulsaciones de teclas

* Los siguientes tiempos entre pulsaciones de tecla se registraron
cuando un usuario escribié el nombre de usuario y la contrasena:

* 0.24,0.22, 0.26, 0.34, 0.35, 0.32, 0.33, 0.29, 0.19, 0.36, 0.30, 0.15, 0.17, 0.28,
0.38, 0.40, 0.37, 0.27 segundos

* Con un nivel de confianza del 95 %, éla cuenta fue utilizada por una
persona no autorizada?




3. Contraste de signos
Ejemplo 10.9 (Solucion) (I)

* En el ejemplo 9.28 se resolvid el mismo caso mediante un contraste
paramétrico, asumiendo que los datos eran Normales

* Ahora asumimos que no son Normales y resolvemos el mismo
ejemplo aplicando un contraste de signos

* Hipotesis:
*Hy: M =0.2
*H;: M=#0.2

*n=18, m, = 0.2
ca=1-095=0.05

FIGURE 10.1: The histogram of times




3. Contraste de signos
Ejemplo 10.9 (Solucion) (I1)

* Paso 1:
* n = 18, porque ningun tiempo registrado es igual a m, (0.2)
* §, = 15, porque 15 de los 18 tiempos registrados son mayores que 0.2

* Paso 2: n = 18 es pequefio (< 30), por tanto S tiene distribucién Binomial
+ B(n,3) = B(18,0.5)

* Paso3: H,: M # 0.2 por tanto p—valor = 2 - min(P{S < S,},P{S = S, })

e p—valor = 2 - min(P{S < 15),P{§ = 15)}) =2 -min(P{S§ <15),1-P{S<14)}=2-
min(0.9993,1 — 0.9962) = 2-0.0038 = 0.0076

* Opcion 1: Usando la tabla de la distribucion Binomial
* Opcién 2: Calculando P{X < x} = ¥_,()p*(1 —p)"*

* Paso 4: p—valor = 0.0076 < 0.05 -> El contraste de signos rechaza H,, por lo
que con un 95% de confianza, Si se puede afirmar que la cuenta fue usada por
una persona no autorizada (Mlsma conclusion que en el ejemplo 9.28)

 También podria afirmarse con un nivel de confianza del 99% (1 — 0.0076 = 0.9924)




3. Contraste de signos
Ejemplo 10.10 (Exceso de velocidad)

* Cuando Eric aprendio a conducir, sospechaba que la velocidad media
de los coches en su camino a la escuela excede el limite de velocidad,
gue es de 30 mph

 Como experimento, conduce a la escuela con su amigo Evanne a una
velocidad de 30 mph y Evanne cuenta los coches

Al final, Evanne informa que 56 coches conducian mas rapido que
Eric, y 44 coches conducian mas lento

 iEsto confirma la sospecha de Eric?
e Con una confianza del 95%




3. Contraste de signos
Ejemplo 10.10 (Solucion) (I)

* Hipotesis:
*Hy: M = 30
*H: M > 30

n =100

S, =56

ca=1-0.95=0.05

* Este ejercicio utiliza datos ordinales

* No es necesario conocer la velocidad exacta de cada coche para el contraste
de signos




3. Contraste de signos
Ejemplo 10.10 (Solucion) (1)

* Paso 1:S, = 56, porque 56 de los 100 coches exceden 30 mph

* Paso 2:n = 100 es grande (= 30), por lo que S tiene una distribucién Normal
+ N(3,2) = N(50,5)
* Paso3:H;: M > 30porloquep—valor=P{S§ =>S,} =1—-P{§<S,} =1—-P{§S <56}~
1—P{S <555} =1—P {Z < 55'55‘50} —1-P{Z<11}=1— 08643 = 0.1357

* Opciodn 1: Usando la table de la distribucién Nozrmal estandar
VA

* Opcidn 2: Calculando P{Z < z} = \/%_nf_zooe_de
* Nota: El cambio de 56 por 55.5 es debido a la correccidon de continuidad

* Paso 4:p—valor = 0.1357 > 0.05 -> El contraste de signos no puede rechazar H,, por lo que
con una confianza del 95%, podemos concluir que Eric y Evanne no han encontrado una evidencia
significativa para afirmar que la (mediana de Ia% velocidad de los coches es superior al limite de

velocidad




3. Contraste de signos
Ejercicios propuestos

* Ejercicios 10.10 a 10.14 del libro
* Las respuestas de 10.11y 10.13 estan en el libro




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
para la mediana poblacional

* Eninglés se denomina Wilcoxon signed rank test
* Es un contraste no paramétrico para una poblacion

* Es un contraste sobre el posible valor de la mediana poblacional (M)
¢ HO:M == mo

* Se utiliza un estadistico de contraste W que representa la suma de las posiciones
(llamadas rangos o ranks) que ocuparian, en una lista ordenada (ranking) de valores
absolutos de la diferencia entre el valor de cada observacion y la mediana muestral,
aquellas observaciones que sean superiores a la mediana

* W =Xix;5m, Ri
* Muestra: {Xq, ..., X}
* Distancia de la observacién X; al valor m, a contrastar con la mediana: d; = |X; — m,|

* R; (rango o rank) es la posicidon que ocupa el valor de la distancia d; cuando las distancias se
ordenan de menor a mayor

* Nota: Si dos o mas d; son iguales, entonces su rango debe recalcularse como la media sus valores
. . . e, Reg+R
* Ejemplo: Sidg y dg son iguales, Rg y Ry deben ser también iguales, y ambos se recalculan como —=——=




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Datos considerados como signos

* Las observaciones de la muestra son consideradas como signos
« SiX; >m, 2 signo +
« Si X; <m, =2 signo —
* Si X; = m, 2 signo 0 (eliminar del conjunto de datos)

* W = suma de los rangos (ranks) de las distancias de las observaciones
gue tienen signo +




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Procedimiento

* Paso 1:: Eliminar las observaciones iguales m, y calcular W,
* VVO = Zi:Xi>mo Ri

* Paso 2: Determinar la distribucion de probabilidad del estadistico de contraste W'

* Sin < 15 usar como funcidon de masa de probabilidad: f,,(x) = 0.5f,,_{(x) + 0.5f,,_;(x — n)
(Tabla A8 del libro) . foma foma

e Sin>15 W ~ N n(n+1) Jn(n+1)(2n+1)
- 4 ' 24

Realizando una estandarizacién y correccion de continuidad
P{X < x} ~ P{X < x + 0.5}
e P{X<x}=~P{X<x-—0.5}

* Paso 3: Calcular el p-valor

* Hi:M =m,vs Hy: M > m,,p—valor = P{W > W,} =1 — P{W < W,}
* Hi:M =m,vsHy: M < m,, p—valor = P{W < W,}
* Hy:M =m,vs Hy: M # m,, p—valor = 2 - min(P{W < W,}, P{W = W,})
* Paso 4: Llegar a una conclusion
* Rechazar H, si p—valor < a y aceptar H; (Normalmente se considera a¢ = 0.05)



4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Ejemplo 10.12 (Oferta y demanda)

* En una empresa hay que asegurarse de que las impresoras no se
gueden sin papel

* Se ha comprobado que durante 6 dias la empresa ha consumido 7,
5.5, 9.5, 6, 3.5, y 9 paquetes de papel.

* Se puede suponer que las cantidades de papel usado son
independientes en diferentes dias, y los datos de esos 6 es una
muestra aleatoria

* ¢Puede afirmarse, con un nivel de significacion del 5%, que la
mediana del consumo diario de papel es de mas de 5 paquetes?




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon

Ejemplo 10.12 (Solucion) (I)

* Hipotesis:
*Hy: M =5
*H,;:M>>5

*n==~0
ea=1-—0.95=0.05
* Paso 1:

W, = Z Ri=4+1+6+2+5=18
i: Xi>5

X; | X;—5 | d; signo
7 2 2 +
55| 05 0.5 +
95| 45 4.5 +
6 1 1 +
35| -15 |15

9 4 4 +




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Ejemplo 10.12 (Solucion) (1)

* Paso 2:
*n =6 < 15— Usar Tabla A8 “Critical values for the Wilcoxon Signed Rank Test”

* Paso:Hs: M > 5, p—valor = P{W > 18} € (0.05,0.1]

* Segun latabla A8: P{W > 18} < 0.1y P{W = 19} < 0.05, por lo que
P{W = 18} no es mas pequefio que 0.05

cv, left-tail probability for the left-tail test v, right-tail probability for the right-tail test

n
0.001 0.003 0.010 0,025 0.050 0100 0.200 0.200 G.I[J{} [J.[Jag 0.025 0,010 0.005 0.001

1
: PIW<w}<a [ P{W>w} <a
: ) 6
4 0 2 8 10
5 0 2 3 12 13 15

( 6 ) 0 2 3 5 16 @ @ 21

0 2 3 5 8 20 ‘ > 26 28
8 0 I 3 5 8 11 25 28 31 33 35 36
9 1 3 5 8 10 14 31 35 37 40 42 44
10 0 3 5 8 10 14 18 37 41 45 A7 50 52 55




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Ejemplo 10.12 (Solucion) (I1)

e Paso 4: p—valor > 0.05

* El contraste de rangos con signo de Wilcoxon no puede rechazar H, por lo
gue con una confianza del 95 %, podemos concluir que estos datos no
proporcionan evidencia significativa de que la mediana del consumo de papel
supere los 5 paquetes por dia.




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Ejemplo 10.13 (Uso no autorizado de una cuenta)

* El objetivo es detectar si una cuenta de un ordenador ha sido utilizada por
unaI persona no autorizada, midiendo los tiempos entre pulsaciones de
teclas

* El propietario de la cuenta generalmente tarda 0.2 segundos entre
pulsaciones de teclas

* Se registraron los siguientes tiempos entre pulsaciones de tecla cuando un
usuario escribio el nombre de usuario y la contrasena:

 0.24,0.22,0.26, 0.34, 0.35, 0.32, 0.33, 0.29, 0.19, 0.36, 0.30, 0.15, 0.17, 0.28, 0.38,
0.40, 0.37, 0.27 segundos

 Con un nivel de confianza del 95 %, ése puede afirmar que la cuenta fue
utilizada por una persona no autorizada?

* Es el mismo ejemplo que 10.9, pero ahora resolviéndolo con un contraste
de rangos con sigho de Wilcoxon




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Ejemplo 10.13 (Solucion) (I)

* Hipotesis: 0.6

* H 0 M = 0.2 W = sum of positive signed ranks = 162 "
¢ HA: M i 0-2 s 0.5 o ]: '|_|| ﬁ
: o 3 [ T|| H = -H
*n=18 S = o S R
Z oar S I g 0 T =
RZ _ e n] . o f [l |~|* @ A
*a=1-0.95=0.05 = « S et o Tz - |
= ~ o (a et ) 5
= 03 o , = &=
* Paso 1: S R |
;| 15 ] | |
W = z R. ?
0 l = o Tested median m = 0.2 o <JD
i: X;>0.2 = Tl' O
—4+2+6+13+14+11 20 L e
+12+9+15+10+8+17  ° .-
+18+16+7 =162 =
OO 2 4 6 8 7 10 12 14 16 18

FIGURE 10.3: Ranks of distances d; = | X; — m| for the Wilcoxon signed rank test.



4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Ejemplo 10.13 (Solucion) (I1)

* Paso 2:

e n=18>15 W ~ N ("(”f”, \/"("“2)22"“)) — N(85.5,23)

* Paso3: Hy: M # 0.2, p—valor = 2 - min(P{W < 162}, P{W = 162})
e P{IW 2162} =1—P{W <162} ~ 1 — P{W < 1615} =1 — P {Z < 161';85'5}
1—P{Z < 3.30} =1-0.9995 = 0.0005
« P{W <162} =~ P{W < 162.5}=P {Z < = P{Z < 3.35} = 0.9996
* p—valor = 2 - min(0.0006,0.9995) = 2 - 0.0006 = 0.001
* Paso 4: p—valor = 0.001 < 0.05

* El contraste de rangos con signo de Wilcoxon rechaza H, por lo que Si hay
evidencias para afirmar con un 95% de confianza que la cuenta ha sido usada por una
persona no autorizada

162.5—85.5}




4. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon
Ejercicios propuestos

* Ejercicios 10.15 a 10.19 del libro
* La respuestas de 10.16 y 10.18 estan en el libro




5. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon para
la diferencia de dos medianas poblacionales

* Eninglés se denomina Wilcoxon signed rank paired test

* Se aplica al caso de dos muestras dependientes (pareadas), para comprobar si sus
poblaciones tienen la misma mediana

* En las dos poblaciones se obtienen las observaciones de las dos muestras sobre una
misma propiedad de los mismos individuos, normalmente son valores antes y después
de realizar alguna actuacion sobre los individuos.

* Por ejemplo, el peso antes y después de hacer una dieta
* Muestras: {X1, ..., X} {Y1, ..., Vi, }
* Hy: My = My
 La hipotesis puede reformularse como que la mediana de las diferencias sea igual a cero

* Diferencias: D = {D4,...,D,} ={X; = Y4, ... X;;, — V3, }
® HO:MD =0

Y aplicar el conocido contraste de rangos con signo de Wilcoxon para un sola muestra




5. Contraste de rangos con sigho de Wilcoxon
para datos pareados. Ejemplo (Pesos)

e e e o
£ (X)) (Y D,=Xi-Yi
personas antes y despueés de

Navidad, y esos pesos no ' 90.1 89.2 02
tienen una distribucidon normal ? 7.7 %6.1 -

3 66.1 68.5 -2.4

* Con un nivel de confianza del 4 - = 2.1
95%, ése puede afirmar que 5 0.6 69.6 1
no ha habido cambio en el 6 98.4 98.9 0.5
peso? 7 65.2 67.2 -2

3 88.2 90.1 -1.9

9 90.4 89.9 0.5

10 90.8 91.1 0.3

28




5. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon para
datos pareados. Ejemplo (Pesos) (Solucion) (1)

e ﬂMﬂﬂﬂM
¢ HO: MD =0

en =10 2 1.6 1.6 N
3 -2.4 -2.4 2.4 10 10
ea=1-—095=0.05
4 -2.1 2.1 2.1 9 9
o )
Paso 1. 5 1 1 1 5 5 +
) VVO - 6 0 0 0 2 2
YipsoRi=4+6+5+25=175 Bl O B =
7 -2 -2 2 8 8
* NOTA: Como d,y dq son iguales, R,y R, 8 -1.9  -1.9 1.9 7 7
se recalculan como:
| Rethy _ 243 _ 9 05 05 0.5 3 2.5 ¥
2 2 ' 10 -0.3 -0.3 0.3 1 1

29



5. Contraste de rangos con sigho de Wilcoxon
para datos pareados. Ejemplo (Solucion) (Il)

* Paso 2:
e n=10 < 15 > Se usa la Tabla A8 “Critical values for the Wilcoxon Signed Rank

Test”
* Paso 3: Hy: Mp # 0, p—valor=2-min(P{W <175}, P{W >
17.5) € 2-(0,1,0.2) = (0.2, 0.4)
« P{W <17.5} € (0.1,0.2)
« P{W =175} € (0.2,1)

* Paso 4: p—valor > 0.05

* El contraste de rangos con signo de Wilcoxon para datos pareados no puede
rechazar H, por lo que con una confianza del 95%, Podemos concluir que estos
datos no propocionan suficientes evidencias para poder afirmar que la mediana del
peso antes y después de Navidad sea diferente




5. Contraste de rangos con sigho de Wilcoxon
para datos pareados. Ejemplo (Solucion) (Ill)

* NOTA sobre el paso 3: Otra forma de resolverlo

* Como puede verse en la Tabla A8 “Critical values for the Wilcoxon Signed
Rank Test”

e Paran = 10y a = 0.05, la region de rechazo es:
« {W, <10} U {W, = 45} porlo que W, = 17.5 no esta en la region de rechazo

=

v, left-tail probability for the left-tail test

¥, right-tail probability for the right-tail test

g
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5. Contraste de rangos con signo de Wilcoxon para
datos pareados. Ejemplos reales (Articulos)

 Educacion:

e Batanero, C., et al. (2019). Effects of new supportive technologies for blind and deaf
engineering students in online learning. IEEE Transactions on Education, 62(4), 270-277.
NOTA: En este articulo, donde aparece el estadistico W, realmente se refiere a una version
estandarizada de W, la cual habitualmente en otras fuentes se denomina Z en vez de W,

Informatica:

« Safi, R., et al. (2022). Detecting Cybersecurity Threats: The Role of the Recency and Risk
Compensating Effects. Information Systems Frontiers, 1-16.

Economia:

* Priyadi, Y., et al. (2022). Partnership Impact on Production and Income of Indonesia Rubber
Farmers. Economics Development Analysis Journal, 11(3), 381-393.

Medicina:

e Hardy, A., et al. (2022). Improved clinical outcomes of outpatient enhanced recovery hip and
knee replacements in comparison to standard inpatient procedures. Orthopaedics &
Traumatology: Surgery & Research, 108(6), 103236.



https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwjFwd2DyZr9AhXJ8bsIHX2gAMcQFnoECAgQAQ&url=https%3A%2F%2Fieee-edusociety.org%2Fsites%2Fieeeedusoc%2Ffiles%2F2020-09%2FBatanero%2520et%2520al%2520Nov2019%2520ToEd%2520Best%2520Paper%2520of%25202019.pdf
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwjFwd2DyZr9AhXJ8bsIHX2gAMcQFnoECAgQAQ&url=https%3A%2F%2Fieee-edusociety.org%2Fsites%2Fieeeedusoc%2Ffiles%2F2020-09%2FBatanero%2520et%2520al%2520Nov2019%2520ToEd%2520Best%2520Paper%2520of%25202019.pdf
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/s10796-022-10274-5.pdf
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/s10796-022-10274-5.pdf
https://journal.unnes.ac.id/sju/index.php/edaj/article/download/54316/22766
https://journal.unnes.ac.id/sju/index.php/edaj/article/download/54316/22766
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S187705682200041X
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S187705682200041X

6. Contraste de la suma de rangos con signo de Mann-Whitney-
Wilcoxon para la diferencia de dos medianas poblacionales

* Eninglés se denomina Mann-Whitney-Wilcoxon rank sum test, o también Mann-Whitney
test, o bien U-test

* Es una extension del contraste de rangos con signo de Wilcoxon pero aplicado a dos
muestras independientes

* Lo que hace es comparar la funcion de distribucién de probabilidad acumulada (F) de dos
poblaciones independienteséx e Y) cuando se tienen dos muestras de las dos
poblaciones con el mismo o diferente tamano, y si las funciones son iguales, las
medianas también lo son

* Hy: Fx = Fy Sise cumple, las medianas son iguales: M, = M,

e Estadistico de contraste:

* U =suma de los rangos (R;) de las observaciones X; en una muestra combinada con las muestras
X.eY.
l l

* U=2;xRi
* Muestras: {X1, ..., X} {Y1, -, Vi }

* NOTA: Se asume que las distribuciones de X; e Y; son continuas




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Hipotesis alternativa

* Posible hipotesis alternativa
« Hy:Fy > Fy
« Hy:Fy <Fy
« Hy:Fy = Fy
* Se cumple lo siguiente respecto a las medianas:

* Si Fxy > Fy entonces la mediana de X (M) es menor que la medianade Y (M) 2 Hy: My < My
* Si Fy < Fy entonces la mediana de X (M) es mayor que la medianade Y (M) 2> Hy: My > My

1/2
' FX > Fy

ﬂf ' Jlr‘r'




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Procedimiento

* Paso 1: Obtener el rango de cada observacion (R;) y calcular U, = Zi:Xi R;

* Paso 2: Determinar qué distribucion de probabilidad utilizar para el estadistico U':
* Sin 6 m < 10 entonces usar la funcion de masa de probabilidad recursiva siguiente:
m m
* Ppmu) = mpn,m—l(u) + mpn—l,m(u —n—m)
(Tabla A9 del ibro)
* Siny m = 10 entonces considerar que U tiene distribucion Normal

e UxN ,
2 12

Con una estandarizacién y correccidén de continuidad:
P{X < x} ~ P{X <x+ 0.5}
P{X < x} =~ P{X < x — 0.5}
* Paso 3: Calcular el p-valor
* Hy:My > My, p—valor = P{U = U,}
® HA:MX < My, p—ValOI‘ = P{U < UO}
« Hy:My # My, p—valor =2-min(P{U <U,}, P{U=>U,})
* Paso 4: Llegar a una conclusion
* Rechazar H, si p—valor < a y aceptar H, (Normalmente o = 0.05)

nn+m+1) nm(n+m+1)>




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.14 (Incentivos en compras)

* Los responsables de un portal de compras por Internet sospechan que los
clientes realizan mas compras onllnc_e si se les ofrece algun incentivo, como
un descuento o devolucion de efectivo

* Para verificar esta hipotesis, eligieron 12 dias al azar, ofrecieronun
descuento del 5 % en 6 dias seleccionados al azar, y no ofrecieron ningun
incentivo en los otros 6 dias

* Los descuentos se indicaron en los enlaces que conducen a este portal de
compra

e Con el descuento, el portal recibié (redondeado a 100): 1200, 1700, 2600,
1500, 2400 vy 2100 visitas

* Sin el descuento, se registraron 1400, 900, 1300, 1800, 700 y 1000 visitas
* Con el 95 % de confianza, éesto apoya la hipotesis de los responsables?




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.14 (Solucion) (I)

e Variable X = numero de visitas sin descuento, n=6
e Variable Y = numero de visitas con descuento, m=6

* Si Fy y Fy son las funciones de distribucion de probabilidad
acumulada, necesitamos contrastar las siguientes hipotesis:

¢ HO: FX — FY
¢ HA: FX > FY pOI‘ tanto MX < My
* Para calcular el valor observado del estadistico de contraste (U ), hay
gue combinar todas las observaciones y ordenarlas, subrayando las

observaciones de X:
* 700, 900, 1000, 1200, 1300, 1400, 1500, 1700, 1800, 2100, 2400, 2600

* En la muestra combinada, losrangosde X son 1, 2,3,5,6,9




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.14 (Solucion) (I1)

* Paso 1:
-UO=Zi:XiRi=1+2+3+5+6+9=26

* Paso 2:
* n,m =6 < 10 por tanto se usa la tabla A9 del libro

* Paso 3:
* Hi: My < My, p—valor = P{U < 26} < 0.025

* Paso 4: p—valor < a = 0.05

* El contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon rechaza H,, por lo que con una
confianza del 95%, esto apoya la sospecha de los responsables de que
participan mas usuarios en las compras online si se les ofrece un descuento




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.15 (Pings)

* Cuando se realiza una prueba de velocidad en Internet, se envia un
mensaje de ida y vuelta a un destino (servidor), lo que se conoce como
a_° ”
pINg
* Se envian varios “pings” desde un ordenador a dos destinos diferentes y se
obtienen los siguientes tiempos ordenados de menor a mayor

* Destino 1: 0.0156, 0.0210, 0.0215, 0.0280, 0.0308, 0.0327, 0.0335, 0.0350, 0.0355,
0.0396, 0.0419, 0.0437, 0.0480, 0.0483, 0.0543 segundos

* Destino 2: 0.0039, 0.0045, 0.0109, 0.0167, 0.0198, 0.0298, 0.0387, 0.0467, 0.0661,
0.0674, 0.0712, 0.0787 segundos

* Con un 95% de confianza, ¢ Hay evidencias de que la mediana de |la
duracion de los pings depende del destino?




6. Contraste Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.15 (Solucion) (I)

e Variable X =tiempo al destino 1, n = 15
e Variable Y = tiempo al destino2, m = 12

* Si F, y F, son las distribuciones de distribucion de probabilidad acumulada, hay
qgue contrastar las siguientes hipotesis
* Hy: Fy = Fy
* Hy: Fy # Fy portanto My # My

* Para calcular el valor observado del estadistico de contraste (U,), se combinan
todas las observaciones y se ordenan, subrayando las observaciones de X:

* 0.0039, 0.0045, 0.0109, 0.0156, 0.0167, 0.0198, 0.0210, 0.0215, 0.0280, 0.0298, 0.0308,
0.0327, 0.0335, 0.0350, 0.0355, 0.0387, 0.0396, 0.0419, 0.0437/, 0.0467, 0.0480, 0.0483,
0.0543, 0.0661, 0.0674, 0.0712, 0.0787

* Enla muestra combinada, los rangos de X son: 4, 7,8,9, 11, 12,13, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 22,
23




6. Contraste Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.15 (Solucion) (I1)

* Paso 1:

* Uy =Y x, Ri =213
* Paso 2:

+ n=15,m =12 > 10 portanto U ~ N (15(15;12“),\/15'12(1152““”) = N(210, 20.49)
* Paso 3:

e HygMy # My, p—valor = 2 - min(P{U < 213}, P{U = 213}) = 2- 0.4522 = 0.9044

« P{U<213)}~P {Z < 213;'5;:10} — P{Z < 0.17} = 0.5675

e P{U>213}=1-P{U<213}~1— P{Z < 212'5‘210} —1-P{Z <012} =1— 0.5478 = 0.4522

20.49
* Paso 4: p—valor = 0.9044 > a = 0.05

* El contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon no puede rechazar H, por lo que con una confianza del
95% no hay evidencia de que los mensajes de prueba enviados a dos destinos diferentes tengan
diferentes distribuciones ni, por tanto, diferentes medianas




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.16 (Competicion)

* Dos fabricantes de ordenadores, Ay B, compiten por un contrato
e Cada uno asegura que sus ordenadores son mas rapidos

* Se decide ejecutar un mismo programa simultaneamente en 7 ordenadores
de cada fabricante y comprobar en cuales termina anes la ejecucion

 Como resultado, 2 ordenadores fabricados por A terminan primero,
seguidos por 3 ordenadores fabricados por B, después 5 ordenadores
fabricados por A, y finalmente 4 ordenadores fabricados por B

* No se han registrado los tiempos

* ¢Se puede afirmar con una confianza del 95% que los ordenadores
fabricados por A son mas rapidos?




6. Contraste Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.16 (Solution) (1)

* Como no se dispone de datos numeéricos, se realiza un contraste no paramétrico
* Variable X, = tiempo de ejecucién del programa en un ordenador producido por
An=7
* Variable Xz = tiempo de ejecucion del programa en un ordenador producido por
Bm=7
* Contraste de hipotesis
¢ HO: FXA = FXB
* Hy: Fy,< Fx_, portanto My, > My_
* Para calcular el valor del estadistico de contraste (U ), se combinan todos los
resultados de la competicion:
 A,A,B,B,B,A A A AAB,B,B,B
* En |la muestra combinada, los rangos de X, son: 1, 2,6,7, 8,9, 10




6. Contraste Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplo 10.16 (Solucion) (I1)

* Paso 1:

- U, :Zi:XAiRi = 43
* Paso 2:

* n,m =7 < 10 por tanto se usa la tabla A9 del libro
* Paso 3:

* Hy: My, > My, p—valor = P{U = 43} € (0.2,1)

* Paso 4: p—valor > a = 0.05

* El contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon no puede rechazar H, por lo que
con una confianza del 95% no hay evidencia significativa de que los
ordenadores del fabricante A sean mas rapidos




6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejemplos reales (articulos)

* Informatica:

* Ordofnez-Bricefo, K., et al. (2024). UML Profile to Model Accessible Web Pages. IEEE Access,
12, 77181-77213.

* Daoudi, N., et al. (2022). A deep dive inside drebin: an explorative analysis beyond android
malware detection scores. ACM Transactions on Privacy and Security, 25(2), 1-28.

e Economia:

e Lekshmi, P, et al. (2022). Gender and small-scale fisheries: Contribution to livelihood and
local economies. Marine Policy, 136, 104913.

* Geologia:

e Alruzug, A., et al. (2023). Socio-hydrology and vulnerability of levee systems along the lower
lllinois River. Annals of GIS, 1-19.

* Medicina:

 Amawi, R., et al. (2022). Effects of pill colors on human perception and expectation of drugs’
efficacy. Color Research & Application, 47(5), 1200-1215.
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6. Contraste de Mann-Whitney-Wilcoxon
Ejercicios propuestos

* Ejercicios 10.20 a 10.25 del libro
* Las respuestas de 10.21, 10.23 y 10.25 estan en el libro




/. Resumen

* Un contraste de hipotesis no paramétrico se aplica cuando no hay
evidencias de que los datos de una poblacidon tengan una distribucion
Normal

 También se utilizan cuando la muestra es pequena, e incluso cuando los
datos no son numéricos

* Dos posibles contrastes no paramétricos para una muestra son el de signos
y el de rangos con signo de Wilcoxon

* El contraste de rangos con signo de Wilcoxon también se aplica en el caso
de dos muestras pareadas

* Para dos muestras independientes se puede usar el contraste de |la suma
de rangos de Mann-Whitney-Wilcoxon
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